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1 Funciones vectoriales de varias variables reales

En laprimera parte de este primer capitulo (Secciones 1.1y 1.2) se presentan las nociones basicas que permiten
definir el concepto de limite. Estos conceptos son los de producto escalar, norma y distancia. El limite de una
funcién vectorial en un punto es un concepto fundamental, al igual que en el caso de funciones reales de variable
real, ya que nos permitira definir las derivadas direccionales y la diferenciabilidad. Se presenta asimismo un método
practico para determinar limites de funciones. La continuidad de funciones vectoriales de varias variables también
se define a partir de un limite.

En la segunda parte (Secciones 1.3 a 1.6) se definen las derivadas direccionales —que en la direccion de los
ejes dan lugar a las derivadas parciales—y el concepto de diferenciabilidad, con algunas diferencias destacables
con respecto a las funciones reales de variable real. Finalmente, se presenta el polinomio de Taylor para funciones
de varias variables reales, que permitira obtener aproximaciones locales polindmicas de funciones alrededor de un
punto.

1.1. Introduccioén y primeras definiciones: funciones vectoriales y funciones escalares

1.1.1. Funciones escalares de varias variables reales

Considérese un sistema masa-resorte. La energia total del sistema viene dada por la expresion

1 1
FE = §mv2 + 5/6.%'2

dondem representa a la masala velocidad/ la constante del resorterysu elongacion.
En un circuito RLC, la energia almacenada es

1 1
E2 = §CU2 + ELZQ

donde C representa la constante del condensafida inductancia de la bobina,la corriente eléctrica y: el
voltaje a nivel del condensador.

En ambos casdy; y E» pueden considerarse como funciones de 2 variabes) en el primer caso Yu, 1)
en el segundo caso. De forma mas precisa, se puede escribir

E; :RxR—-R
dondej =1, 2.

Mas generalmente se pueden definir funciones escalares de varias variables reales, es decir, d&fnidas de
R, y funciones vectoriales de varias variables realéR'tde- R™.

1.2. Topologia, limites y continuidad

Para definir los conceptos de limite y establecer la continuidad de funciones de varias variables, es necesario
establecer algunas nociones acerca de la topologia del e®Faciomo son el producto escalar, normay distancia.
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De esta manera, podremos hablaitecomo espacio euclideo, en el que podremos calcular la distancia entre sus
elementos, que llamaremos vectores.

Definicion 1 (ConjuntoR™). Se define el conjunt®” donden € N como
R" ={x=(x1,29,...,2n) |z, ER, i=1,2,...,n}
Los elementos dR™ se denotan pax para diferenciarlos de, que generalmente representa un niamero real.

Propiedad 1. El conjuntoR™, junto con las operaciones de suma de vectere®” x R" — R" y producto por
escalar : R x R — R" definidas como

(I) (xl7x21"'7$n)+(y17y21"'7yn) = (:’El +ylax2+y27"'7$n+yn)
(i) A (z1,22,...,2n) = (Az1, Az2, ..., Azp), AER
es un espacio vectorial sobRede dimensiom.

Para poder dotar al espad@®@ de una estructura geomeétrica, es necesario introducir los conceptos de producto
escalar, normay distancia.

Definicion 2 (Producto escalar)un producto escalar €R™ es una aplicacion
():R"xR" >R
(x,y) = (x,¥)

que a cada par de vectores y) € R™ x R™ les asocia un nimero re@, y) € R. Ademas, esta aplicacion ha de
satisfacer las siguientes propiedades:

(i) (x.x)=0&x=0
(i) (x,y) = (y,x) (simetria del producto escalar)
(i) A -xy)=XMx,y), AeR
(iv) (x+y,z) = (x,2)+ (y,2)
Ejemplo 1. Un primer ejemplo de producto escalar es el que corresponde a la aplicaciéon

n
<Xa y> = Z ZiYi
i=1

Puede comprobarse facilmente que esta aplicacion es, en efecto, un producto escalar.
() (xx)=0>" zz=0c>Y" 272=027=0,Viex=0
(i) (x,y) =220 wiyi = 200 viti = (¥, X)
(i) (A-x,y) =320 (Awa)ys = D000 Amays = A0 @iy = AM(x,y), A€R
(V) (x+y,2) =30 (i +yi)zi = S (@izi +yizs) = Sory @iz + Yo viz = (x,2) + (v, 2)
Definicién 3(Norma) Una norma erfiR™ es una aplicacion
-l :R" — R¥
x — ||

que a cada vector € R™ le asocia un nimero real no negatjid| € R*. Ademas, esta aplicacion ha de satisfacer
las siguientes propiedades:
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